gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja skola — B varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak B-1.1.

Skratite razlomak:
20163712 — 2016°

2016243 4+ 201674 + 20165

Rjesenje.
2016372 — 2016° B 20162 - (2016%" — 20163) 2 boda
2016273 + 201674 4- 20165 20163 - (201627 + 20167+! 4 20162)
~ (2016™ — 2016) - (2016°" 4 2016™ - 2016 4 2016?) 2 boda
B 2016 - (20162 4 2016™ - 2016 + 20162)
2016™ — 2016
=—"———"—""— ili 2016 —1. 2 boda
2016
Zadatak B-1.2.
Na pitanje koliko minuta dnevno provede na drustvenim mrezama, Iva je odgovorila:
"Deveterokratnik tog broja je izmedu 1100 i 1200, a trinaesterokratnik izmedu 1500 i
1600." Koliko minuta dnevno Iva provede na dru$tvenim mrezama?
Rjesenje.
Neka je = trazeni broj.
Tada je 9z € (1100, 1200) i 13z € (1500, 1600). 2 boda
Slijedi z € {123,124,125,...,133} i z € {116,117,...,123}. 2 boda
Trazeni broj je 123. 2 boda

Zadatak B-1.3.

Nad stranicama trokuta AABC' konstruirani su polukrugovi ¢ije su povrsine jednake
9m, 167 i 257. Kolika je povrsina trokuta AABC?

gkolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2016. 1/19



Rjesenje.

Vrijedi sljedece:

2

P, = 9r, %;=9m r=VI8=3v2, a=6v2 1 bod
2

P, = 167, Z2271::167r, ry = V32 =4v2, b=8/2 1 bod
2

Py = 257, % — 251, 13 =50 =5vV2, ¢=10v2. 1 bod

Iz Heronove formule slijedi

s=12v2, P =v12v2 6v2-4v2-2v/2 = /2304 = 48. 3 boda

Napomena: Uocimo li da je trokut pravokutan (a? 4 b* = 72 + 128 = 200 = (10v/2)? = ¢?),

povrSinu mozemo rac¢unati po formuli P = %b = 48.

Zadatak B-1.4.

Pjesak koji prelazi 1km za 12 minuta, prijede put od A do B za isto vrijeme za koje
biciklist prijede 10km duzi put, kada za 4% minuta prelazi 1km. Odredite udaljenost
od A do B.

Rjesenje.

Udaljenost od A do B ozna¢imo sa x. Brzina kojom hoda pjesak je

1
vp = 17 = bkm/h, 1 bod
60
a brzina biciklista je
1 40
UB:EZKkm/h ]'bOd
60

Kako su dana vremena pjesaka i biciklista jednaka, te zbog ¢injenice da je brzina omjer
puta i vremena, slijedi

1
T #, 2 boda
5 a2y
3
pa je
40
=T 5z +10)
8r =3z + 30
x = 6km. 2 boda
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Zadatak B-1.5.

Za realne brojeve a, b, ¢, koji nisu jednaki nuli, vrijedi a + b + ¢ = 0. Koliko je

a? b c?
—+ — 4+ =7
bc  ac ab

Rjesenje.
Akojea+b+c=0,ondajec=—(a+0D). 1 bod
Dani izraz svedemo na zajednicki nazivnik i uvrstimo ¢ = —(a + b). Dobivamo
a VA A+ —(a+b)?
bl 1 bod
bc * ac i ab —ab(a +b) °
2 _ 2\ _ 3
:(a—i-b)(a ab+0°) — (a +b) 1 bod
—ab(a + b)
2 _ 2_ 2 2
_a ab+ b —a” —2ab—b 2 boda
—ab
_ Tdab _ o 1 bod
—ab

Zadatak B-1.6.

Student je u toku petogodisnjeg studija polozio 31 ispit. Svake godine je dao vise ispita
nego prethodne, a na petoj godini je dao tri puta visSe ispita nego na prvoj. Koliko je
ispita student polozio na ¢etvrtoj godini?

Rjesenje.
Oznacimo broj ispita koje je student poloZio na i-toj godini s z;, i € {1,2,3,4,5}.
Tada je x5 = 321, 11 < o < 13 < Ty < 51 21 + T9 + 23+ 24 + 25 = 31. 1 bod

Ako je x1 = 1, onda je x5 = 3. To je nemoguce jer izmedu 11 3 ne postoje 3 razli¢ita
prirodna broja. 2 boda

Ako je 1 = 2, onda je x5 = 6, a broj ispita na preostalim godinama mora biti 3,4 i 5.
Medutim zbroj 2 + 3 + 4 + 5 + 6 nije 31. 2 boda

Ako je x1 = 3, onda je x5 = 9, pa su s, x3, x4 neki od brojeva 4,5,6,7,8. Kako je
349 =12, mora biti x5 + 3 + x4 = 19, Sto se dobije za 4 + 7+ 8 ili 5+ 6 + 8. 2 boda

Za slucaj kad je z; > 4 nema rjeSenja, jer je x5 = 3 -1 = 12, a zbroj xo + x3 + x4 =
31 — x; — x5 < 15. S druge strane, najmanje vrijednosti koje mogu poprimiti brojevi
T9, T3, Ty su b,6,7,8 9 10,11,..., a njihov zbroj je najmanje 18, $to je vece od 15. 2 boda

Student je na Cetvrtoj godini poloZio 8 ispita. 1 bod

Zadatak B-1.7.

Duljina stranice kvadrata iznosti 12 cm. Iz kvadrata se izrezu 4 jednakokracna trokuta
kojima su osnovice stranice kvadrata, a duljine visina 3 cm. Preostali dio kvadrata je
mreza Cetverostrane piramide. Izracunajte obujam i oplosje te piramide.
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Rjesenje.
Skica:

Oznacimo s B povrsSinu baze piramide, a s h visinu piramide. Sa skice se vidi da je

B=19y>=2-(6-3)?2=18,

tj.
y:3\/§cm‘
Sada je
3V2 W2 ., 3V20
e=6V2-m = 1 K= ()
odnosno

=36 = h=6cm.

= () - (2

Volumen piramide iznosi

a oplosje

12-3
0:122—4-?=144—72

= 72 cm?.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
2. razred — srednja skola — B varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak B-2.1.

222 -8
Odredite zbroj rjeSenja jednadzbe i e 2.
x2 —2x — 8
Rjesenje.
Imamo dvije moguénosti:
222 -8 2 -8
rt+x _ 9 il r*+x _ 9
x2 —2x — 8 x?—2r —8

Primijetimo i da nazivnik mora biti razli¢it od 0, stoga iz 22 — 22 — 8 # 0 zaklju¢ujemo

xF4ix#£ -2 2 boda
Prvi slucaj: 2“;%2 =2.

Mnozenjem ove jednakosti s nazivnikom dolazimo do

202 + 1 — 8 = 222 — 42 — 16.

Sredivanjem dobivamo 5x = —8, odakle ¢itamo jedno rjeSenje: x, = %8. 1 bod
Drugi sluc¢aj: 2§ =418 — _2.
Kao u prvom slucaJu dolazimo do 222 + z — 8 = —22? + 4z + 16, odakle slijedi

4o* — 3x — 24 = 0.
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su xy = 3+M T3 = 3_‘5@. 2 boda
Kona¢no rjesenje je, dakle, x1 + zo + 23 = %8 + 8= 1 bod

Napomena: Buduéi da se trazi samo zbroj rjeSenja, u drugom slucaju mozemo koristiti
Vieteove formule kako bismo dobili zo + 23 = g direktno, bez rjesavanja kvadratne
jednadzbe. Ipak, tada treba provjeriti da ni 4 ni —2 nisu rjeSenja promatrane jed-
nadzbe.

Zadatak B-2.2.

Duzina AD podijeljena je tockama B i C na tri jednaka dijela. Duzine AB, BC' i CD
promjeri su kruZnica ki, ks, ks sa srediStima redom u tockama P € AB, R € BC,
S € CD. Iz tocke A povucena je tangenta na kruZnicu ks s diraliStem u tocki G.
Tangenta AG odsijeca na kruZnici ko tetivu EF. Odredite duljinu tetive EF ako
duljina duzine AD iznosi 90cm.
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Rjesenje.

Kako je AG tangenta u tocki G na kruznicu sa srediStem u S, polumjer SG je okomit
na pravac AG.

Oznacimo s N tocku u kojoj okomica iz sredista R sijece tangentu AG. Trokuti ASG
i ARN su sli¢ni prema poucku KK o sli¢nim trokutima pa vrijedi

|RN|  |AR]
ISG|  |AS]
dakle -
|RN| 45

Tada je iz pravokutnog trokuta ERN
== 2
EF
(") =152 — 9% = 144,
2
|[EF| =24 cm.

Zadatak B-2.3.

Dino je naslijedio voé¢njak s 50 stabala mandarina. Medutim, Dino bi svojoj djeci
zelio u nasljedstvo ostaviti i odredeni broj stabala koja je on zasadio. Ako je rodna
godina, svako ¢e stablo dati 800 mandarina. Za svako dodatno zasadeno stablo u tom
voc¢njaku urod ¢e se po stablu umanjiti za 10 mandarina. Koliko novih stabala Dino
treba zasaditi u voénjaku kako bi ukupan urod mandarina bio maksimalan? Koliko
iznosi maksimalni urod?
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Rjesenje.
Neka je x dodatni broj stabala koja ¢e Dino zasaditi u voénjaku. Zelimo maksimizirati
ukupan urod U mandarina.
U = (broj stabala)(broj mandarina po stablu) = (50 + x)(800 — 10z)
U = U(z) = 40000 + 300z — 10z°.

Kako je ukupan urod mandarina kvadratna funkcija po varijabli x, njezin ¢e maksimum
biti za b 300

r=— =" =15 stabala.
2a 20

Makismalan urod iznosi U(x) = 40000 + 300 - 15 — 10 - 15? = 42250 mandarina.

Zadatak B-2.4.

Neka je ABCD paralelogram, a M poloviste stranice DC. Ako toc¢ka M leZi na sime-
trali kuta DAB, odredite mjeru kuta AMB.

Rjesenje.

Oznac¢imo <BAD = «.

Buduéi da je DC || AB i
<BMW:<AMD:<DMW:%,
trokut DAM je jednakokracan:

IDM| = |DA| i <DMA:%

Bududi da je i trokut M CB jednakokracan (jer |MC| = |MD| = |DA| = |BC]), slijedi
<BCM = <4BCD = <DAB =«
180° —<BCM  180° —a 000 — &
2 2 2
Sada je jednostavno izrac¢unati da je <AMB = 180° — <AMD — <CMB = 90°.

<CMB =<CBM =
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Zadatak B-2.5.

Odredite sve uredene trojke prirodnih brojeva (a,b,c) za koje vrijede sljedeée jedna-
kosti:

ab + bc = 44,
ac + be = 23.

Rjesenje.
Iz druge jednakosti slijedi (a + b)c = 23. Tada je

c=1l,a+b=23, ii c=23a+b=1. 2 boda

U slucaju ¢ = 1,a = 23 — b nakon uvrstavanja dobivamo

(23 —-b)b+b=44 = b*—24b— 44 =0.

Odavde je b=21li b =22, a tada je a =21 1ili a = 1. 2 boda
Drugi slucaj (¢ = 23, a+ b = 1) nije mogud, jer su a i b prirodni brojevi pa ne mogu u

zbroju davati 1. 1 bod
Konaé¢na rjesenja su (a,b,c) € {(1,22,1),(21,2,1)}. 1 bod

Napomena: Drugi slucaj se takoder moze odbaciti tako da u prvu jednakost uvrstimo
b=1—aidobijemo kvadratnu jednadzbu koja ima samo negativna rjesenja.

Zadatak B-2.6.

Ako je
1+4\" 1—a\"
fm) = ( \;%Z) +( \/§Z> - gdiejen €N =1,

koliko je f(n +2016) — f(n — 2016)7

Rjesenje.
Racunamo
1 +Z n+2016 1 _ Z n+2016
+2016) = +
s 2016) = () ()
= + [ — ) 2 boda
V2 V2 V2 V2
Kako je

(1_|_Z->2016 _ (1_*_@)2 1008 _ <2i>1008 :i1008 e <1—i>2016 .
V2 V2 2 ’ V2 ’

slijedi

F(n +2016) — (1\21)” + (1\/_;)” — f(n). 3 boda
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Analogno racunamo

f(n+2016) =

Zaklju¢ujemo f(n+2016) — f(n —2016) = f(n) — f(n) = 0.

Zadatak B-2.7.
RjeSenja jednadzbe

(0= o) + (b —2)"
(a—2)?+ (b—x)?

=a—0b, gdjesua,beR

su uzastopni visekratnici broja 6 kojima je zbroj kvadrata 4068. Odredite a - b.
Rjesenje.
Napisimo u obliku umnoska brojnik i nazivnik na lijevoj strani jednadzbe:

(a—z+b-o)la—2— (- 2)b-2)+ (b—2)
(a—z—b+zx)(a—x+b—2)

=a—b,

to jest
(a+b—22)[(a—2)?—(a—2)(b—1)+ (b— )

(a—b)(at+b—27) =a=b

Akojea#bix # “T“’, nakon skraéivanja slijedi
(a—2)?—(a—2)b—2)+(b—2)=(a—0)? = 2°—(a+bz+ab=0.

RjeSenja dobivene kvadratne jednadzbe su xy = a, x5 = b.

Iz uvjeta zadatka da su a i b uzastopni visekratnici broja 6 kojima je zbroj kvadrata
jednak 4068 slijedi
a® + (a + 6)* = 4068.

Odavde je a = 42, b = 48 pa je ab = 2016.
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
3. razred — srednja skola — B varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak B-3.1.

5) 2 —3sins 15
Ako je ©8 e _ 2 pe (0, %), koliko je tg 27

3sin 5 4+ 2cos § 13

Rjesenje.

Podijelimo li brojnik i nazivnik s cos § dobivamo:

5—3tgs 15
3tgZ+2 13
odakle slijedi
x 5
tg— = —. 3 bod
59712 ode
Tada je cos 5 = % pa je
x 1—cos L1
tg = = 2 === 3 boda
4 1+ cos b 13 5
Zadatak B-3.2.
Odredite sve cijele brojeve p za koje jednadzba sin(pz) = ]% ima 2016 rjeSenja na

intervalu (0, 27].
Rjesenje.

Broj p # 41 jer sinxz = 1 ima samo 1 rjeSenje na zadanom intervalu. Kako je p € 7Z,

p # 0,%1, broj ’%‘ < 1, pa jednadzba sinz = % ima tocno 2 rjeSenja na temeljnom

periodu funkcije sinus, odnosno na intervalu (0, 27]. 2 boda

Tada jednadzba sin(pz) = % ima to¢no 2 rjeSenja na svom temeljnom periodu, a to je

27 1 bod
Il

Kako je 2 = |p| - % slijedi da jednadzba sin(pzr) = % ima to¢no 2|p| rjeSenja na
intervalu (0, 27]. 1 bod
Tada iz 2|p| = 2016 slijedi p € {—1008, 1008}. 2 boda
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Zadatak B-3.3.

Trokutu ABC upisana je kruZnica. Diraliste sa stranicom AB dijeli tu stranicu na
dijelove kojima su duljine u omjeru 2 : 3. Polumjer kruznice jednak je petini duljine
stranice AB. Odredite mjeru kuta nasuprot stranice AB?

Rjesenje.

a
W&k _1 1 bod
59 72k 2 °

k 1
tg= = — = = 1 bod
52 73k 3 ?
2tg 2 4
tga = gg = 1 bod
I—tg=5 3
thﬁ 3
tg 8 = 2 = 1 bod
B = T2l T 1
1
tga:tg—ﬁ:ctgﬁéa—i—ﬁz%o,fyz%o. 2 boda

Zadatak B-3.4.

Za duljine kateta pravokutnog trokuta a i b vrijedi jednakost
1 1
log(a +b) = 5 logb + 3 log(a + 3b).

Izracunajte mjeru kuta nasuprot katete duljine a.
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Rjesenje.

Koristec¢i pravila za logaritmiranje dobivamo

log(a+b) = = log[ (a+ 3b)]

log(a + b)? log[ (a + 3b)] 1 bod

(a+b)?*=b-(a+3b). 1 bod
Odatle je a® + ab — 2b* = 0. 1 bod

Nakon dijeljenja s b? dobivamo

2
(%) +%—2:Oili tg?a+tga—2=0

tga=11l tga = —2. 2 boda

RjeSenje u pravokutnom trokutu moze biti samo tga = 1, odnosno o = 45°. 1 bod

Zadatak B-3.5.

Koje sve vrijednosti mogu poprimiti znamenke a i b tako da zbroj brojeva 29a8 i 3420
bude djeljiv s 187

Rjesenje.

Zbroj danih brojeva zapisujemo kao

S = 2908 + 10a + 3420 + b = 6318 + 10 + 10a + b = 351 - 18 4+ 10a + b + 10. 2 boda

Tada je S djeljiv s 18 ako je broj N = 10a + b + 10 djeljiv s 18.
Kako je a,b € {0,1,2,...,9}, najmanja vrijednost koju broj N moze imati je 10, a
najveca 109. 1 bod

Uz to je i visekratnik broja 18, pa N mora biti unutar skupa {18, 36, 54,72,90,108}. 1 bod
Tada je 10a + b € {8,26,44,62, 80,98}, odnosno

(a,b) € {(0,8), (2,6), (4,4), (6,2), (8,0), (9,8)}. 2 boda

Zadatak B-3.6.

Odredite ukupnu duljinu svih intervala realnih brojeva koji su rjeSenje sustava nejed-
nadzbi .
125(2) g werems > /2016,  |z| < 20167
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Rjesenje.
Rjesenje nejednadzbe |z| < 20167 je interval [—20167,20167]. 1 bod

Pojednostavimo preostalu nejednadzbu.

2sinz cosx T — Sign S > 1
12 . 14511} x+cos® x = 20164

144sin$c0sac X 14sin;rcos;t > 2016i 2 boda
(144 - 14)¥m#€05% > 20167 1 bod
2016Sin:pcosx > 2016%
1
sinx cosx > 1 1 bod
, 1
28inx cosx = 5
1
sin(2x) > 3 1 bod
5
%+2/€7r<2x< §+2]€7T, keZ
T o1
12+k7r x 12+k7rk€
Dakle, rjesenje prve nejednadzbe je unija svih intervala
5
%+kw,1—;+lm keZ (%) 2 boda
Svi dobiveni intervali su duljine
om_m o
12 12 3
Unutar skupa [—20167, 20167 nalazi se 4032 intervala (%), pa traZena ukupna duljina
iznosi 40325 = 1344r. 2 boda
Zadatak B-3.7.
Osnovka piramide je pravokutni trokut sa stranicama duljina 1, a, a?, a > 1. Vrh
piramide se ortogonalno projicira u vrh pravog kuta osnovke. Siljasti kut nasuprot
stranice duljine 1 jednak je kutu pod kojim je jedna pobocka nagnuta prema osnovki.
Izrac¢unajte obujam piramide.
Rjesenje.
1 bod
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Primjenom Pitagorinog poucka dobivamo

a4:a2—|—1,

at—a®>—1=0.

Pozitivno rjesenje ove bikvadratne jednadzbe je

;145
2

a odnosno a =

2
Ako je a kut nasuprot katete duljine 1 tada je

1. h ) v
tga=—1tga=—pajeh=-—.
a v a

U pravokutnom trokutu je duljina visine na hipotenuzu

1l -a 1
= —— = —
a? a
Tada je
) 1
h:—:—
a a?’
1 1 a-1 1 1 1
V=-B.h=e-.270 2 _ - =
3 3 2 a2 6 a
poLl) o2 1-V5
6y 1+v6 15
1 5—1
V=- \/_2
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gKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
4. razred — srednja skola — B varijanta
21. sijecnja 2016.

AKO UCENIK IMA DRUGACIJI POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJERENSTVO JE
DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.,

Zadatak B-4.1.

. : . : 3+i\" .. : o . :
Za koje ¢e prirodne brojeve n izraz (2 ) biti realan broj? Koliko je takvih brojeva
—1

n koji su manji od 20167

Rjesenje.

<3+Z.> =(3+Z.-2+2.> —(1+i). 2 boda
2—1 2—1 241

Promotrimo dva slucaja.

Prvi slucaj za n = 2k:

(140" = (1+1)%* = (20)".

Ovo ¢e biti realan broj samo ako je k paran, tj. n = 4. 2 boda
Drugi slu¢aj za n = 2k + 1:

(1+)" = (1 + )% = (20)% - (1 +14).

Ovaj izraz nikada nije realan broj. 1 bod
Prirodnih brojeva manjih od 2016 sa svojstvom da su djeljivi s 4 ima 503. 1 bod

Zadatak B-4.2.

U razvoju binoma (\/ 6" + \/E%)n omjer koeficijenata treceg i drugog clana je 7 : 2.
Odredite x tako da je ¢etvrti ¢lan u razvoju binoma jednak 2016.
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Rjesenje.

Ako je omjer koeficijenata treceg i drugog ¢lana 7 : 2, onda je

EZ%:; 1 bod
1
nin—1) 7

2n 2

n = 8. 1 bod

Cetvrti ¢lan u razvoju binoma je

<8>(\/67)5- ( ! )3 = 2016 1 bod

3 1/6x—i-1
56-6% 675 = 2016

6% .67 =36 1 bod

or_sr+3 1 bod

2 2

5r—3rx—3=4
7

T =—. 1 bod

2

Zadatak B-4.3.

Uciteljica Vesna odlucila je zasladiti dan svojim ucenicima kojih je 200 u razredu.
Kupila je 33 cokoladice Zivotinjsko carstvo i 101 ¢okoladnu torticu. Svi ucenici su bili
taj dan na nastavi i svatko je dobio jedan originalno zapakiran slatkis. Objasnite kako
je to moguée? Koliko je ucenica, a koliko uc¢enika u tom razredu ako su njihovi brojevi
u omjeru 3 : 57

Rjesenje.

To je moguce u brojevnom sustavu s bazom b. 1 bod
33(b) + 101(b) = 200(1,) 1 bod
3b+3+0b*+ 1 =2

b*—3b—4=0 1 bod

Rjesenja kvadratne jednadzbe su b; = 4, by = —1, a kako baza ne moze biti negativna,

jedino rjeSenje je b = 4. 1 bod

200(4) = 32 1 bod

%-32:12, 2-32:20.

Ucenica ima 12, a ucenika 20. 1 bod
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Zadatak B-4.4.

Sredistem kruZnice 222 + 2y% — 42 + 8y — 20 = 0 prolaze pravci zadani jednadzbama
mxr—y+3=01z—ny+2=0. Odredite kut koji zatvaraju ti pravci.

Rjesenje.

Jednadzba kruznice u sredisnjem obliku je (z — 1)? + (y +2)* = 15 = S(1, —2). 1 bod
Ako uvrstimo koordinate sredista u jednadzbe pravaca

) 1 2
y=mx+31y=—x+ —
n n

dobivamo m = —5, n = —%. 2 boda
Jednadzbe danih pravaca su
pro..y=-bx+3ipy...y=—2z—3. 1 bod
Kut izmedu pravaca p; i p, ra¢unamo iz
ko — kq
tga = |———| =1. 1 bod
e ‘ L+ ks
Trazeni kut je 45°. 1 bod
Zadatak B-4.5.
Za realne brojeve xq,xs, ..., To016 vrijede sljedeée jednakosti:
T T2 L2016
= = =— T+ Tot+T3+--+T = 2017.
T+ 1 To + 2 To016 + 2016 ! 2 3 2016

Izrac¢unajte zgos.
Rjesenje.
Uoc¢imo . .

L — T gasveie{l1,2,...,2016}. 1 bod

T+ 1 T;+1

Tada je
zy(x; +1) = xi(xy + 1) pajex; =i-xy zasve i € {1,2,...,2016}. 2 boda
Slijedi

$1+ZE2+"'+ZL‘2016 = 2017
z1- (1424 -+2016) = 2017
(1 + 2016) - 2016

xq - 5 = 2017 1 bod
1
T = —— 1 bod
1008
L1008 = 1008 - T = 1. 1 bod
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Zadatak B-4.6.

U trokutu ABC duljine stranica iznose |[AB| = 7, |BC| = 8 i1 |[AC| = 9. Tocka D
nalazi se na stranici AC tako da je <CBD = 45°. Odredite duljinu duzine BD i omjer
povrsina trokuta ABC' i DBC.

Rjesenje.

Neka je v = <BCA, § = <BDC, x = |BD|.
Prema poucku o kosinusu vrijedi

8 4+92 -7 2

_ . 2 bod
cos 7y 5 8.0 3 oda
[ 4 5
siny = 1_,:£ 1 bod
9 3
Prema poucku o sinusu, vrijedi
r 8 1 bod
siny  sind
8 sin 7y 8 sin vy 8 sin 7y 8sin vy
sind  sin(180° — (45° + 7))  sin(45° +y)  sin45° cosy + cos 45° sin vy
8- ¥ 8v/10
T = 3 = = 8V10(V5 — 2). 1 bod
Faeg f aevs T
Omyjer povrsina je
P(ABC) 8 -9siny 9.5 > bods
P(DBC) — x-8sin45°  8\/10(v/5 — 2)¥2
3 3 2
_ _3(v5+2) 1 bod
8(v5 —2) 8

Zadatak B-4.7.
U skupu kompleksnih brojeva rijesite jednadzbu z° + |2| = 0.
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Prvo rjesenje.

Zapisimo broj z u trigonometrijskom obliku, z = rcos¢p +isinp, r > 0, 0 < ¢ < 27.

Tada iz dane jednadzbe slijedi

73(cos 3p +isin3p) +r =0
r(r? cos 3¢ + r?isin3p + 1) = 0.
Tada je ili 7 = 0 ili r? cos 3¢ + r?isin 3¢ + 1 = 0.
Ako je r =0, z = 0 je rjeSenje dane jednadzbe.
Ako je 72 cos 3¢ + r%isin3p + 1 = 0, onda je 7?sin3¢ = 0i r?cos3p + 1 = 0.
Iz prve jednadzbe dobivamo
™ 2w Am 5w
in3p=0=¢pec0,-,—,m,—,—¢.
sin 3¢ % { 39333 }
Iz druge jednadzbe slijedi
5
r?sin3p = —1 = cos3p < 0= p € {g,ﬂ,ﬂ} ,r=1.
RjeSenja jednadzbe su

R V3 . S .
z1=0,20=1 (cosg +zsm—> = —+i—, 23 = cosm+isinm = —1, 24 = cos ?%—zsm

3 2 2

Drugo rjesenje.
Oznac¢imo kompleksni broj z = x + iy. Tada je
240z =0
(z +1iy)* + |z +iy| =0
o3 + 3%y — 3wy — iy’ + m =0.

5%

3

Realni i imaginarni dio kompleksnog broja na desnoj strani moraju biti 0 da bi vrijedila

jednakost.

322y —y> =01 a® —3zy* + /22 +y2 = 0.
Iz prve jednakosti slijedi y(322 — y?) = 0 pa imamo dva slucaja.
Prui slucaj. Ako je y = 0, tada je 23 + vx2 = 0 odnosno 23 + |z| = 0.

Ova jednadzba ima rjeSenja x =0, z = —1.
Drugi slucaj. Neka je 322 —y? = 0 tj. y? = 32
Tada je

2 — 3z - 327 + Va2 + 322 =0
2® —92° +2|x| =0
42° — |z| = 0.
Ako je # < 0 onda je 423 + 2 = 0, 422 + 1 = 0, §to u skupu R nema rjeSenja.
Ako je > 0, onda je 42° —2 =0, 42> =1 =0, z = 5.
Sva rjeSenja jednadzbe su

21:0722:_1723:7+Z y R4 = 7 —1

V3 1 V3
22 2 2
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