DRZAVNO NATJECANIJE 1Z MATEMATIKE
Sibenik, 2.travnja-4.travnja 2014.

5. razred-rjeSenja

OVDIJE JE DAN JEDAN NAC[N RJE§AV1§NJA ZADATAKA. UKOLIKO UCENIK IMA
DRUGACUI POSTUPAK RIESAVANJA, CLAN POVJERENSTVA DUZAN JE I TAJ POSTUPAK
BODOVATI I OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.
1. Nakon §to Maja nacini 10 +3 + 10+ 2 + 10 + 1 = 36 koraka, pomakne se

10—3+10—2+ 10— 1 =24 koraka od kuce.

Kako je 2014 =83 - 24 + 22, da bi se pomakla 2014 koraka od kuc¢e, mora 83 puta ponoviti

postupak i jos se pomaknuti 22 koraka od kuce.

Preostalih 22 koraka ¢e se odmaknuti tako da u¢ini 10 koraka naprijed, 3 natrag, 10 naprijed,

2 natrag i 7 naprijed.

Tako je Maja nacinila 83 -36+ 10+ 3 + 10 + 2 + 7 = 3020 koraka.

2. Izracunajmo koliko ima znamenaka u nizu.
Za 9 jednoznamenkastih brojeva koristili smo 9 znamenaka, za 90 dvoznamenkastih brojeva 180

znamenaka, za 900 troznamenkastih brojeva 2700 znamenaka i za 1015 ¢etveroznamenkastih

brojeva 4060 znamenaka.

U nizu ima ukupno 6949 znamenaka.

Kako je 6949 =3474 -2 + 1, trazimo 3475. znamenku.

Za jednoznamenkaste, dvoznamenkaste i troznamenkaste brojeve koristili smo 2889 znamenaka.
Za Cetveroznamenkaste brojeve nam preostaje 3475 — 2889 = 586 znamenaka.

Kako je 586 =146 - 4 + 2, trazena znamenka je 2. znamenka u 147. ¢etveroznamenkastom broju.

To je broj 1146, a traZena znamenka je 1.

3. Vrijedi ab-cc-abc = abcabc
ab - cc-abc = abc000 + abc
ab-cc-abc =1000-abc + abc

ab-cc-abc =1001-abc.



Dijeljenjem jednakosti s abc, dobije se ab-cc=1001
ab-cc=7-11-13.
Nakraju, ab-cc=13-77 ili ab-cc=91-11.

Dakle, abc =137 ili abc=911.

. Vrthovi A C nesusjedni su vrhovi kvadrata te je duzina AC njegova dijagonala.

Dijagonale kvadrata sijeku se pod pravim kutom pa se preostali vrhovi kvadrata nalaze na simetrali
duzine AC .
Dijagonale kvadrata raspolavljaju se u polovistu duzine AC §to nam daje polozaj preostalih vrhova

kvadrata.

Budu¢i da je pravac p os simetrije, a tocka D' pripada osi simetrije, tada se tocke D i D' preklapaju.
Dakle, os simetrije je pravac p koji prolazi tockama D i E. (Pri tome treba voditi racuna na

oznacavanje vrhova u smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu.)




Nacrtamo i ozna¢imo osnosimetri¢ne slike to¢aka A, B i C s obzirom na pravac DE .

. Automobil za 1 sat (60 minuta) prijede 12 - (60 : 10) = 72 km.
Automobil za 30 minuta prijede 36 km.
Automobil za 2 sata i 30 minuta prijede 2 - 72 + 36 = 144 + 36 = 180 km.
Kamion za 1 sat prijede 10 - (60 : 12) = 50 km.
Kamion za 30 minuta prijede 25 km.
Kamion za 2 sata i 30 minuta prijede 2 - 50 +25 = 125 km.
S obzirom da je 180 + 125 = 305 > 300, automobil i kamion ¢e se putem sresti i nastaviti dalje put
prema odredistu.

Njihova udaljenost nakon 2 sata i 30 minuta bit ¢e 180 + 125 — 300 = 5 km.
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1. Neka je x broj kuglica u kutiji C prije premjestanja.

Tada vrijedi X +é X=180

gx:180
5
x=150.

U kutiji C bilo je 150 kuglica.
Kako je 180 — 150 = 30, bilo bi premjesteno 30 kuglica.

Neka je y broj kuglica u kutiji B.

1 1
Tada je 2y broj kuglica u kutiji A i vrijedi Z 2y + g y =30

1 1
—y+=-y=30
2 y 3 Y
5
—-y=30
5 y
y=36

odnosno 2y =72.

U kutiji A ima 72 kuglice.

2. Prvi na¢in.
Trazimo a,b € N tako da je 93_2 +£ = M

91 7 13 91

Dakle, 93 =13a+ 7b odnosno 13a=93-7b, a,beN.

Kakoje b>1,ondaje 7b>7 teje 13a=93—-7b <86 5to znacidaje a<6.



Iz 93 =13a+7b slijedi 7b =93 —13a, a kako je 7b djeljiv sa 7, onda i 93 —13a mora biti djeljiv
sa 7.

Vrijedi

a 1 12 |3 |4 |5
93-13a [ 80 | 67 |54 |41 |28 | 15

S obzirom da je samo broj 28 djeljiv sa 7, slijedi a=51 b=4.

Trazeni prikaz je §:§+i.
91 7 13
Drugi na¢in.
Trazimo a,b € Ntako daje 0= 240 _138+70
7 13 91

Dakle, 93 =13a+ 7b odnosno 7b=93-13a, a,beN.

To znaci da ako od broja 93 oduzmemo viSekratnik broja 13, trebamo dobiti visekratnik broja 7.
No,93-13=80,93-26=67,93-39=54,93 -52=41,93 -65=28,93-78=15,93-91=2,
a za vece visekratnike broja 13 od 91, trazena razlika vise nece biti prirodni broj, §to znaci da je

samo broj 28 odgovarajuci.
Slijedi b=4 i a=>5 te je trazeni prikaz je 23 _2 +i .
91 7 13
.Neka su a,,a,,4,,8,,as,3, bilo kojih $est prirodnih brojeva.

Pri dijeljenju prirodnog broja s 5 moze biti ostatak 0, 1, 2, 3 ili 4 pa prema Dirichletovom nacelu

neka dva od zadanih brojeva pri dijeljenju s 5 imaju isti ostatak.

Neka su to brojevi @ i @;, pri Cemuje 1<i<6,1<j<6,i# j.
Tada postoje M,N,r € N tako da vrijedi & =5-m+ria;=5-n+r.
Dalieje & —a;=(5-m+r)—(5-n+r)=5-m+r-5-n—r=5-(m-n) te je time tvrdnja

dokazana.

. Primijetimo da su trokutaste plocice jednakokracni pravokutni trokuti te da dvije trokutaste plocice

spojene po hipotenuzi ¢ine kvadratnu plocicu sukladnu kvadratnim plo¢icama na podu.



Povrsina poda iznosi 2 - 3 =6 m?, a na podu se nalazi 7 kvadratnih plo¢ica i 5 kvadratnih ploica
sastavljenih od po dvije trokutaste plocice. Prema tome, povrSina jedne kvadratne plocice iznosi
6:12=0.5m’.

Povrgina jedne trokutaste plo¢ice je 0.25 m’.

Primijetimo da se uz rubove poda nalaze trokutaste plocice, uz stranicu duljine 3 m su tri takve
plocice, a uz stranicu duljine 2 m dvije takve plocice.

To znaci da ¢e uz stranicu duljine 10 m biti 10, a uz stranicu duljine 20 m bit ¢e 20 trokutastih
plocica.

Na podu dimenzija 10 m x 20 m bit ¢e ukupno 2 - ( 10 + 20 ) = 60 trokutastih plocica.

Pod dimenzija 10 m x 20 m ima povr§inu 200 m”.

60 trokutastih plo¢ica ima povrsinu 60 - 0.25 = 15 m?, a razliku 200 — 15 = 185 m? prekrivaju
kvadratne plocice.

Kvadratnih plocica trebamo 185 : 0.5 = 370.

A F B
Vrijedi |<IECD| = |<}:BAD| jer su to Siljasti kutovi s medusobno okomitim kracima.
Dalje je |<ICDE| =90°= |<ADB| i |CE| = |AB| prema uvjetima zadatka.
Zato slijedi |<):DEC| = |<IDBA| pa prema poucku K-S-K o sukladnosti vrijedi ACED = AABD .

1z sukladnosti slijedi da je |CD| :|AD| paje AADC jednakokradan i pravokutan.



Velic¢ine §iljastih kutova u AADC iznose 45° pa je |<):ACB| =45°.

Na kraju je |<):BAC| = |<CBA| = lgoozﬂ =67.5°.
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1. Neka su to razlomeci

oo

c ¢ .
,—,—, pri¢emusu a,b,c,d,e,f eN.
d f

Kakoje a:c:e=1:3:5, ondajec=3ai e=>5a.

S obziromdaje b:d =1:2,0ondaje d =2b.

9 9

Budu¢idaje d: f =4:9, ondaje f=Zd:5b.
. .. a 3a 5a 65 a 3a 10a 65
Zato vrijedi —+-—+—=— odnosno —+—+—=—.
b 2b 2b 72 b 2b 9 72

2

.. 18a+27a+20a 65 65a 65

Dalje je =—odnosno —=—.

18b 72 18b 72

Kako je %neskrativ razlomak, onda slijedi a=1ib=4.

Nakraju, c=3,e=5,d =8, f =18.

. . . 5
Trazeni razlomci su E

b 9

0| W

1
4

2. Neka je n broj nogometnih klubova. Tada je 20 <n < 30.

Tijekom godine odigra se n-(n —1) utakmica.

15
—-N

NerijeSenih utakmica je bilo 15%-n-(n —1) = 100 -(n —l) =2—30-n-(n —1).

Kako je broj nerijesenih utakmica prirodni broj, slijedi da je n ~(n - 1) djeljiv s 20.
S obzirom da su N i N —1 uzastopni prirodni brojevi, oni su razli¢ite parnosti. To znaci da je ili

N djeljiv s 20 ili n—1djeljiv s 20 ili je jedan od tih faktora djeljiv s 5, a drugi s 4.



1z

n 21 |22 123124252627 ]28(29
n-1120|211]22(23|24|25|26|27 |28

slijedi ne{21,25}.

Dakle, bilo je ili 63 ili 90 nerijeSenih utakmica.

3. Neka pravac p koji sadrzi tocku D, a paralelan je sa stranicom AC , sije¢e duzinu BE u tocki F.

Kako je |<FBD| = |«<CBA| = 60° ( vrsni kutovi ) i |[<«BDF|=|«BAC|=60°(siljasti kutovi s
usporednim kracima ), onda je ABFD jednakostrani¢an pa je |BD|=|FD|=|BF|.

Prema uvjetu zadatka je |CD| =|DE].

Dalje je [«DBC| =180°—|<«CBA|=120° i |«EFD| =180° - |«DFB| =120°.

Prema poucku S-S-K> o sukladnosti slijedi ABDC = AFDE .

1z sukladnosti slijedi |BC| = | FE| .

Na kraju, |AD|=|AB|+|BD| = |BC|+|BD| =|FE|+|BF| = |BE|.



4. Skup jednostavnih dogadaja je S = { (1,1,1), (1,1,2), (1,1,3), (1,2,1), ..., (4,4,3), (4,4,4) } te
se on sastoji od 4 - 4 - 4 = 64 Clana.
1z nejednakosti trokuta znamo da sljedece duljine ne mogu biti duljine stranica trokuta:
1 dm, 1 dm, 2 dm (Takvih je dogadaja 3 — (1,1,2), (2,1,1), (1,2,1) ),
1 dm, 1 dm, 3 dm (Takvih je dogadaja 3 — (1,1,3), (3,1,1), (1,3,1) ),
1 dm, 1 dm, 4 dm (Takvih je dogadaja 3 — (1,1,4), (4,1,1), (1,4,1) ),
1 dm, 2 dm, 3 dm (Takvih je dogadaja 6 — (1,2,3), (1,3,2), (2,3,1), (2,1,3), (3,1,2), (3,2,1) ),
1 dm, 2 dm, 4 dm (Takvih je dogadaja 6 — (1,2,4), (1,4,2), (2,1,4), (2,4,1), (4,1,2), (4,2,1) ),
1 dm, 3 dm, 4 dm (Takvih je dogadaja 6 — (1,3.,4), (1,4,3), (3,1,4), (3,4,1), (4,1,3), (4,3,1) ),
2 dm, 2 dm, 4 dm (Takvih je dogadaja 3 — (2,2,4), (4,2,2), (2,4,2) ).
Dakle, takvih dogadajaima 3+3+3+6+6+ 6+ 3 =30.

L L 15
Zato je trazena vjerojatnost a =—

32

5. Kako je ABCDEF pravilni Sesterokut, onda su njegovi karakteristi¢ni trokuti jednakostranic¢ni.

E N D

Neka je a duljina stranice pravilnog Sesterokuta ABCDEF.
Tada je |FS|=|FE|=a.
Dalje je [<FSM|=60°+60°=120° i |<FEN|=60°+60° =120°.

a

Kako je to¢ka M poloviste duzine BS , a tocka N poloviste duzine DE , vrijedi |SM | = |EN | = 2

Prema poucku S-K-S o sukladnosti slijedi AFMS = AFNE |



Iz sukladnosti slijedi |[FM|=|FN| i |<MFS| =|«NFE|.
Na kraju, |XMFN| = |<MFS|+|«<SFN| = |<NFE| +|«SFN|=|«SFE|=60°.

Tada je i |<FNM | =60° ato znagi daje ANFM jednakostranican.
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1. Vrijedi

_(atc-b)(a+b-c) (a-(b-c))(a+(b-c)) & —(b-c)

y_(a+b+c)(b+c—a)_((b+c)+a)((b+c)—a)_(b+c)2—az PR
erl_az—(b—c)2+(b+c)2—a2_<e12—b2+2bc—(:2+b2+2bc+c2—a2_ 4bc
(b+c) —a’ (b+c)’ —a’ (b+c) —a*
Vrijedi
b>+c?-a’+2bc (b+c) -a® .
X+1= = te je

2bc 2bc

22
(x+l)(y+1):(b+c) 4. 4b2C =2.
2bc (b+c) -a’

2. Neka je abcC traZeni troznamenkasti broj, pri ¢emu je a € {1,2,3,...,9}, b,c € {0,1,2,...,.9}.

abc
Tada vrijedi ——— =K, gdje je k najveci mogudi takav broj.
a+b+c

Dalje je abc=k(a+b+c)
100a+10b+c =ka+kb+kc
(100-k)a+(10-k)b+(1-k)c=0.
Za k >100bibilo 100~k <0, 10~k <0 i 1-k <0 te bi za svaki izbor moguéih a,b,c bilo
(100-k)a+(10-k)b+(1-k)c<0. Zato je k <100.
Za k =100 vrijedi (10—k)b+(1-k)c=0 teslijedi b=0, c=0.

Na kraju a € {1,2,3,...,9}.

Trazeni brojevi su 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900.



3. Prvi nadin.
Neka je n broj igraca iz grada B, a k broj bodova svakog od igracéa iz grada B.
Tada je ukupan broj igraca n+ 2.
Buduc¢i da je svaki par igraca igrao medusobno po jednu partiju, ukupan broj partija je

(n+2)(n+1)
e

Zbroj bodova svih igraca jednak je broju odigranih partija.

(n+2)(n+1)

Povezivanjem ovih zakljucaka dobivamo jednakost =nk +8.

Slijedi (n+2)(n+1)=2nk +16

n*+3n+2=2nk +16
n*+3n-2nk =16-2
n(n+3-2k)=14.
Brojevi n i 2k su prirodni pa n mora biti djelitelj broja 14.
Zan=1jen+3—2k =14paje k =-5 §to nije moguce.
Zan=2 jen+3-2k =7 paje k=—1 $to nije moguce.
Zan=7jen+3-2k=2 paje k=4.
Zan=14 jen+3-2k=1paje k=8.
Preostaje pokazati primjerima da su obje ove situacije moguce.
Neka su A; i A; igraci iz grada A, a B; B, B, igraci iz grada B.
Za N =77 svaki igra¢ je odigrao 8 partija. Ako su sve partije zavrSile nerijeSeno, onda Ce svi igraci
imati 4 boda i uvjeti zadatka su zadovoljeni.
Za n =14 svaki igrac je odigrao 15 partija.
Neka su nerijeSeno zavr§ile partije: -izmedu igra¢a A; i A,,
-izmedu igraca A, i svakog od igraca B,,...,B7,
-izmedu igraca A, i svakog od igraca Bs,...,;Bi4,
-izmedu svaka dva igraca iz grada B,

Neka su sve ostale partije zavrsile pobjedom igraca iz grada B. Tada ¢e svaki igrac iz grada A imati



ukupno 4 boda, a svaki igrac¢ iz grada B ukupno 8 bodova 1 uvjeti zadatka su ispunjeni.
Drugi nadin.

Neka je n broj igraca iz grada B, a k broj bodova svakog od igraca iz grada B.

Tada je ukupan broj igraa n + 2.

Bududi da je svaki par igraca igrao medusobno po jednu partiju, ukupan broj partija je

(n+2)(n+1)
—

Zbroj bodova svih igraca jednak je broju odigranih partija.

(n+2)(n+1)

Povezivanjem ovih zaklju¢aka dobivamo jednakost =nk+8.

Slijedi (n+2)(n+1)=2nk +16

n*+3n+2=2nk+16
2nk=n*+3n+2-16
2k-n=n*+3n-14

_n’+3n-14 14

2k n+3——.
n n

Buduc¢i da 2k mora biti prirodan broj, zaklju¢ujemo da n mora biti djelitelj broja 14.
Zan=1 je 2k =—10 paje k =—5 §to nije moguce.

Zan=2 je 2k =-2 paje k = —1 $to nije moguce.

Zan=7je 2k =8 paje k =4.

Zan=14 je 2k =16 paje k =8.

Preostaje pokazati primjerima da su obje ove situacije moguce.

Neka su A; i A; igraci iz grada A, a B B, B, igraci iz grada B.

Za n =7 svaki igra¢ je odigrao 8 partija. Ako su sve partije zavrsile nerijeSeno, onda ¢e svi igraci
imati 4 boda i uvjeti zadatka su zadovoljeni.

Za n =14 svaki igrac je odigrao 15 partija.

Neka su nerijeSeno zavrSile partije: -izmedu igra¢a A; i A,,

-izmedu igraca A i svakog od igraca By,...,B;,



-izmedu igraca A, i svakog od igraca Bs,.. .,;B14,
-izmedu svaka dva igraca iz grada B,
Neka su sve ostale partije zavrsile pobjedom igraca iz grada B. Tada ¢e svaki igra¢ iz grada A imati

ukupno 4 boda, a svaki igra¢ iz grada B ukupno 8 bodova 1 uvjeti zadatka su ispunjeni.

D cC E_ c

b b

A B
a

Primijenimo li Pitagorin poucak na pravokutni trokut ABC, vrijedi |AC|2 =a’ +b” odnosno
2
|AC|2 = (3\/3) +3° paje |AC| =6cm.

To je dvostruko vise od duljine stranice b $to znaci da je trokut ABC polovina jednakostrani¢nog

trokuta. Dakle,

<BAC| =30° paje |<):CAD| =60° odnosno |<EAD| =30°.

To znacdi da je trokut AED polovina jednakostrani¢nog trokuta te primjenom Pitagorinog poucka
ve g 2 2 2 2 2 2 .

slijedi |AE| =|DE| +|AD| odnosno (2C) =C"+3 paje C= J3 em.

Dalje je |EC| =|DC|~|DE| te je |[EC|=2+/3 cm.

Na kraju, P, = |EC|'|AD| = 2\/25'3 = 3\/§ cm’.

2



Kako je AABC, ~AAB,C,,ondaje o, =a,, B,=5, 17, =7,

Prema poucku o obodnom i sredi$njem kutu vrijedi |<A,SIBI| =2y, odnosno |<):A282 BZ| =2y,.

Dakle, =27, =2y, =|«AS,B,|.
. . . . y . 180° -2y,
S obzirom da je |A131| = |S1B1| =1r, onda je AAB,S, jednakokracan te je |<BlA181| ==
. . . T 180° -2y,
Isto tako je |AZSZ| :|Ssz| =1, paje AAB,S, jednakokracan i vrijedi |<32A232| ==

| =|«B,AS,|.

V NN, AS| _|ABy
Prema poucku K-K o sli¢nosti slijedi AAB,S, ~ AA,B,S, paje | odnosno
| T [AS] [AB

S

=Kk $to je i trebalo dokazati.

-
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