SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
1. razred — srednja $kola — B varijanta
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UKOLIKO UCENIK IMA DRUGACII POSTUPAK RJESAVANJA ZADATKA, POVJEREN-
STVO JE DUZNO | TAJ POSTUPAK BODOVATI | OCIJENITI NA ODGOVARAJUCI NACIN.

1234321234321 - 2468642468641 — 1234321234320
1234321234320 - 2468642468641 + 1234321234321

Zadatak B-1.1. IzraCunajte

Rjesenje. Neka je n = 1234321234321. (1 bod)
Tada je dani izraz ekvivalentan izrazu
n-(2n—1)—(n—1)

— 1 bod
(mn—1)-2n—1)+n (1 bod)
on?—n—n+1
n“—n-—n-+ _ (1 bod)
2n2 —2n—n+1+n
on2 —2n+ 1
anToent (1 bod)
2n? —2n + 1
Zadatak B-1.2. Napisite kao potenciju s bazom 5:
3(5"—=5) (5" +5) +2(25+5™) + 25" : 5",
Rjesenje.
3(5" —5) (5" +5) +2(25 +52) + 25" . 52 =
3. (5% —25) 4+2-2542- 5" 4522 52 = (1 bod)
3.5 —T5+4+50+2-5" + 5% = (2 boda)
5.5 = 52t (1 bod)

Zadatak B-1.3. Skola je raspisala natjecaj za najbolje uredenu ucionicu. Iznos novéane
nagrade ¢e raspodijeliti na ¢etiri prvoplasirana odjeljenja tako da prvoplasirani dobije 40%
ukupnog iznosa, drugoplasirani % ukupnog iznosa, treceplasirani % od preostalog iznosa
nagrade, a ¢etvrti 1500 kn. Odredite ukupni nov¢ani iznos nagrade te iznos nagrade za
svako od prva tri mjesta.

Rjesenjye. Neka je x ukupan iznos novcane nagrade. Tada je

1 5 1
04 + -z + — (:B—O.4;E— §ZE> + 1500 =«

3 8
2 1 1
=% + 3% + 6% + 1500 = x (2 boda)
122 + 10z + 5z + 45000 = 30x
3x = 45000
x = 15000. (1 bod)



Prva nagrada je 6000 kn, druga 5000 kn, a trec¢a 2500 kn. (1 bod)

Zadatak B-1.4. Zadan je broj 123456789. Koliko najmanje znamenaka treba izbrisati
da novi broj bude djeljiv s 367 Koje su to znamenke?

Rjesenge. Da bi dani broj bio djeljiv sa 4, mora biti paran i njegov dvoznamenkasti
zavrSetak mora biti djeljiv sa Cetiri. Stoga moramo izbrisati zadnju znamenku 9 i zna-
menku 7. Tada broj zavrsava sa 68, sto je djeljivo sa 4. (2 boda)

Trazeni broj mora biti djeljiv i s 9, Sto znaci da njegov zbroj znamenaka mora biti djeljiv
s 9. Kako je sada zbroj znamenaka 29, preostalo je jo§ samo izbrisati znamenku 2 da bi
dobili 27, sto je djeljivo s 9.

I to je jedina takva mogucnost jer sljedeci broj djeljiv s 9 je 18, a njega je nemoguce dobiti
brisanjem samo jedne znamenke. (2 boda)

Zadatak B-1.5. Jednakokrac¢ni trapez, koji nema pravih kutova, podijeljen je dijago-
nalom na dva jednakokracna trokuta. Odredite kutove trapeza.

Rjesenje. Skica (1 bod)

Vrijedi f + a = 180° — «, odnosno 2« + 5 = 180°. (1 bod)

S druge strane je

180° —a + B+ B = 180°
20 =« (1 bod)

Tada je 2-28 + 8 = 180°, odnosno 55 = 180° ili 5 = 36°, a = 72°. (1 bod)
Kutovi trapeza su o = 72° i oo + 3 = 108°.



Zadatak B-1.6. U ovisnosti o realnom parametru m, odredite rjesenje x jednadzbe

(m+2)>—(z—3)> =2 (3+m?).

Rjesenje.
(m+ 1) — (z —3)* = 2(3 + m?)
m? + 2mx + 2* — 2% 4+ 62 — 9 = 3z + m’x (1 bod)
2mx — m*z + 3z = 9 — m?
(34 2m —m?) =9 —m? (1 bod)
(34 3m —m —m?) = (3—m)(3+m)
x(3(1+m)—m(l4+m))=(3—-m)(3+m)
z(1+m)(3—m)=(3—m)(3+m) (*)
(2 boda)
Za m # —1, m # 3 dana jednadzba ima jedinstveno rjesenje (1 bod)
x:(3—m)(3—|—m):3—|—m. (1 bod)
(14+m)(3—m) 1+m
Zam = —1, iz (*) slijedi 0 = 8 pa dana jednadzba nema rjesenja. (2 boda)
Za m = 3, iz (*) slijedi 0 = 0 pa je dana jednadzba neodredena i svaki realni broj z je
njezino rjesenje. (2 boda)
6n% — 10n — 12
Zadatak B-1.7. Odredite sve prirodne brojeve n za koje je razlomak n 3 n5
n —
prirodan broj.
Rjesenje. Zapisimo dani razlomak u pogodnijem obliku:
6n° —10n —12  2n(3n —5) — 12
3n—>5 B 3n —5
12
— o — 4
n- g (4 boda)
Da bi dobiveni izraz bio prirodan broj mora vrijediti
(3n—5) € {1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,6,—6,12, —12}
3n € {6,4,7,3,8,2,9,1,11, —1,17, 7} (2 boda)
ne{1,2,3. (1 bod)
6n? — 10n — 12
S obzirom da je n ™ _n5 € N, to mora biti 2n > - (2 boda)
pa su rjeSenja n = 1 ili n = 3. (1 bod)



Zadatak B-1.8. Na stranicama BC i CD kvadrata ABCD dane su tocke P i ) takve
da je
BP : PC = CQ : QD =1 : 3. Ako je duljina stranice kvadrata a, odredite duljinu

najvece i najmanje visine trokuta APQ).

Rjesenge. Skica (1 bod)
3 1
b g a gac
y
3
42
a z vz
Vy ~» P
1
X —
48
A a B

Stranice trokuta APQ oznacimo sa x, y, z. Njihove duljine racunamo koriste¢i Pitagorin

poucak.

1 V17
2 o2 1 o _

r°=a —|—16a, x 1 a

9 1 10 v/ 10

2 2 2 2 _ vy

TR TR TR

9 25 )
22—a2+ﬁa2—1—6a2, 2= (2 boda)

(Napomena: dovoljno je izracunati dvije stranice y i z)
Najdulja visina je na najkracu stranicu, a najkraca visina je na najdulju stranicu. (1 bod)

Racunat ¢emo ih koriste¢i povrsinu trokuta APQ).

11 1 3 1 1 3 13
P:a2—§~1a-a—§ Za-za—g-za-a:§a2. (2boda)
Tada je najkraca visina
2P 2-324* 13
v, = — = 532a = —a. (2 boda)




‘ 13410
Najdulja visina je _— %GQ . " B y
TR PRIV Ty

1

(2 boda)
a.
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Zadatak B-2.1. IzraCunajte:

<1+¢§>+<1_¢§>¢r°”

V6 + V2i
Rjesenje.
(1+V3)+ (1= V3)i 2012 _ [(1+V3) + (1 - V3)i V6 -2 o (1 bod)
V6 + V2 | VB V2 V6 — /2
_ %l (1 bod)
_ (1 bod)

Zadatak B-2.2. U kruznici polumjera » = 10 cm povucene su dvije paralelne tetive
duljina 16 cm i 12 ecm. Ako se srediSte kruznice nalazi unutar trapeza kojemu su te tetive
osnovice, izracunajte opseg trapeza.

Rjesenge. Skica (1 bod)

Promotrimo jednakokracan trokut ABS. Visina na osnovicu jednaka je

vy = V102 — 82 = 6 cm.

Iz trokuta SC'D dobijemo
ve = V102 — 62 = 8 cm. (1 bod)

Duljina kraka trapeza je tada

b:\/(v1+v2)2+(G;C)sz/142+22:\/%:10\/§. (1 bod)

Opseg trapeza je 0 = a + 2b + ¢ = 4(7 + 5v/2). (1 bod)



Zadatak B-2.3. Izracunajte povrsinu lika kojeg u kompleksnoj ravnini odreduje skup
svih kompleksnih brojeva z za koje vrijedi |Rez| < 1, |[Imz| < 1.

Rjesenje. Oznacimo z = x + yi. Tada je, prema uvjetima zadatka, || < 11 |y| < 1.

(1 bod)
Skica (2 boda)
Stranica kvadrata je 2 pa je njegova povrsina 4 kvadratne jedinice. (1 bod)



Zadatak B-2.4. Neka je f(z) = 22 +bx+c, b,c € R. Ako je f(0)+ f(1) = 3, izracunajte

).
Rjesenge.

f0)=¢, f(1)=1+b+c (1 bod)
Iz fO)+ f(1)=c+1+b+c=2c+b+1=1 (1 bod)
slijedi 2¢ 4+ b= —3, (1 bod)
odnosno ¢ + %b = —}l. Tada je

1 1 1 1 1

=4 = - - =0. 1

f(2) 4+2b—|—c 11 0 (1 bod)

Zadatak B-2.5. Odredite sve prirodne brojeve m tako da jednadzba |x* — 5z + 4| = m
ima toCno Cetiri razlic¢ita realna rjesenja.

Prvo rjesenje. Kako je m prirodan broj, vrijedi 22 — 5z +4 = m ili 22 — 5z +4 = —m,
tj.

2 —5r4+4-m=0 ili 2*—5r+4+m=0. (1 bod)
Svaka od ovih jednadzbi ¢e imati dva razlicita realna rjesenja ako je njezina diskriminanta
veca od 0. Dakle, mora vrijediti

9% —4-(4—m)>0 i 25—4-(4+m) > 0. (1 bod)
Odatle slijedi m > —% im < 2. (1 bod)
Kako je m € N, slijedi m =1 ili m = 2. (1 bod)

Drugo rjesenje. Nacrtamo graf funkcije f(x) = |2% — 5z + 4.

(2 boda)

Pravac y = m sijece graf funkcije f u 4 razlicite tocke ako je m = 1 ili m =2. (2 boda)
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Zadatak B-2.6. Odredite sve kvadratne jednadzbe oblika 2% 4+ pzr + ¢ = 0 ako za
koeficijente p, ¢ € R vrijedi |[p — ¢| = 2012, a zbroj kvadrata njezinih rjeSenja iznosi 20122.

Prvo rjesenje. 1z x? + 23 = 2012? i Vieteovih formula slijedi

(21 + 22)* — 21125 = 20122
p? — 2¢ = 20122

Kako je |p — ¢| = 2012, imamo dva slucaja
p—q=2012 ili p—q=-2012,
odnosno dva sustava jednadzbi
p—q=2012 . Jp—q=-2012
{p2 —2g=20122 {p2 — 2¢ = 2012°
U prvom slucaju ¢ = p — 2012, sto s (*) daje
p* —2p — 2010 - 2012 = 0

odnosno
(p —2012)(p 4+ 2010) = 0.

Tada su rjesenja prvog sustava

P =2012,1 =0 i py=—2010,q = —4022.

U drugom slucaju ¢ = p + 2012, sto s (*) daje
p°—2p—2014-2012 =0

odnosno
(p — 2014)(p + 2012) = 0.

Tada su rjeSenja drugog sustava
p3 = 2014,q3 = 4026 1 pys= —2012,q4 = 0.
Kvadratne jednadzbe su

2?4+ 20122 =0
2 — 20122 =0
2?4 20142 + 4026 = 0
z? — 2010z — 4022 = 0

Drugo rjesenje. 1z x3 + x2 = 20122 i Vieteovih formula slijedi

(21 + 29)* — 21115 = 20123
p? —2¢ = 20122

(*)
(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)

(2 boda)



(2 boda)

Kvadriranjem jednakosti |p — ¢| = 2012 imamo
p* — 2pq + ¢* = 2012? (1 bod)

Oduzimanjem jednakosti p? —2q = 20122 i p?—2pq+q? = 2012? dobivamo ¢*>—2pg+2q = 0,
odnosno
q(g —2p+2)=0. (1 bod)

Odatle je g =01ilig—2p+2 = 0.
U slucaju ¢ = 0, iz (*) dobivamo p = +2012. (2 boda)
U drugom slucaju ¢ = 2p — 2, iz (*) dobivamo

p? —d4p+4=2012%, (p—2)*=2012%

Rjesenja su p; = 2014, q; = 4026 i py = —2010, gy = —4022. (2 boda)

Kvadratne jednadzbe su

22420122 =0
22 — 20122 =0
2 + 2014z + 4026 = 0
2% — 2010z — 4022 = 0 (2 boda)

Zadatak B-2.7. Danas je Valentinovo i Valentino zeli iza¢i sa svojom djevojkom Lornom.
Za svoj dzeparac od 120 kuna moze kupiti nekoliko ruza i dvije limunade. Cijena jedne
ruze jednaka je cijeni jedne limunade. Kako sutra pisu test iz matematike, izlazak ¢e ipak
odgoditi do subote. U subotu ¢e se cijena jedne ruze smanjiti za 7 kuna. Valentino zeli
kupiti isti broj ruza, a umjesto limunade zeli kupiti jumbo pizzu i coca colu, kojima je
ukupna cijena 78 kn. No tada bi mu nedostajalo 6 kuna. Koliko ¢e ruza Valentino kupiti
Lorni? Po kojoj ¢e cijeni kupovati ruze u subotu?

Rjesenje. Oznacimo sa x broj ruza, a s y cijenu jedne ruze na Valentinovo. Iz uvjeta
zadatka imamo

xy + 2y = 120
x(y —7)+ 78 =126 (2 boda)
Rjesavamo sustav
2y =120
ey (1 bod)
xy — Tx =48
Ako iz prve jednadzbe izrazimo y = % i uvrstimo u drugu, dobivamo
120
. —Trx =4 1 bod
T Tr =48, (1 bod)

10



koja se svodi na kvadratnu jednadzbu

72 — 58z 4 96 = 0. (2 boda)

Njezino cjelobrojno rjesenje je x = 6. (2 boda)

Tada je y = 25 = 15. (1 bod)
Valentino ¢e kupiti 6 ruza, a ako ih kupuje u subotu, plac¢at ¢e ih 8 kn po komadu.

(1 bod)

Zadatak B-2.8. Jednakokracnom trokutu ABC' s osnovicom duljine 18 c¢m i krakom
duljine 41 cm upisite jednakokracan trokut DFEF' maksimalne povrsine, tako da su os-
novice dvaju trokuta paralelne, a da je vrh upisanog trokuta u polovistu osnovice zadanog.
Odredite duljine stranica trokuta DEF'.

Rjesenje. Skica (1 bod)
C
E{ D
Z
41 41
A F 18 B

Visina |C'F| jednakokrac¢nog trokuta ABC je /412 — 92 = 40 cm. Neka je z visina trokuta
DEF. Iz slicnosti trokuta ABC' i EDC' imamo:

18:40 =z : (40 — 2) (1 bod)
-2
z = M (2 boda)
Povrsina trokuta DEF' jednaka je
p="
2
p_ z(360 — 20z)
18

P = —5 7 + 20x. (2 boda)



Maksimalna povrsina se postize za

Duljina kraka tog trokuta je

[r2\2 9\° 41
Y= (g) +22 = <§> +202:?cm.

Napomena: Za pogodeno rjesenje dati 1 bod.

12
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Zadatak B-3.1. Rijesite nejednadzbu

20122 — 2012" — 2011 - 2012 > 0.

Rjesenge. Uvedimo supstituciju ¢ = 2012*. Rjesavamo nejednadzbu

2 ¢ —2011-2012>0 ili (f— 2012) - (t +2011) > 0. (1 bod)
Njezino je rjeSenje
t<—2011 ili ¢>2012. (1 bod)
Dakle,
2012 < —2011 ili 2012* > 2012. (1 bod)
Prva je nejednadzba nemogucéa, a iz druge slijedi = > 1. (1 bod)

Zadatak B-3.2. Odredite sva rjesenja jednadzbe

1
—gin 2x — cos? <z — x) =0.
2 2

Rjesenjye. Dana se jednadzba moze zapisati u obliku

sinzcosz —sin?z =0

sinz(cosz — sinx) = 0. (1 bod)

Tada je
sinz =0 1ili cosx —sinz =0, (1 bod)
Iz sinz = 0 slijedi « = k7, k € Z, (1 bod)
aiz cosx —sinx = 0, tj. tgx = 1 slijedi x = 7 + k7, k € Z. (1 bod)

13



Zadatak B-3.3. Odredite temeljni period funkcije f(z) = 8sin® x cos? z — 2 cos? 2.

Rjesenje. Zapisimo funkciju f kao

f(z) =2(2sinwcosz)? — 2cos® 2z = 2sin® 27 — 2 cos® 217 = —2 cos 4. (3 boda)
.. . .. . 2m T
Temeljni period ove funkcije je T 3 (1 bod)

Zadatak B-3.4. Koliko ima jednakokracnih trokuta kojima su duljine stranica cjelobro-
jne, a opseg jednak 30 cm?

Rjesenje. Neka je a duljina osnovice, a b duljina kraka jednakokra¢nog trokuta. Iz
a + 2b = 30 slijedi da @ mora biti paran broj, a iz nejednakosti duljina stranica trokuta
a<b+b=2b.

(2 boda)
Dakle, a < 14 i paran je broj pa je moguce jedino ovih 7 slucajeva:
(aa b) € {(27 14)7 (47 13)7 (67 12)7 (87 11)7 (107 10)7 (127 9)7 (147 8)} (2 bOda)
Ako ucenik nema mogucnost da je a = b = 10 cm, treba mu oduzeti 1 bod.
Zadatak B-3.5. Baéva ima oblik uspravnog valjka kojemu je os u horizontalnom

polozaju, a duljina polumjera osnovke 2 dm, te duljina visine 6 dm. Bacva je uronjena u
vodu do polovine polumjera osnovke. Izracunajte obujam uronjenog dijela bacve.

Rjesenge.

14



Kut ZASC = 60° pa je kut a« = LASB = 120°. (1 bod)

Racunamo obujam dijela valjka kojem je osnovka kruzni odsjecak sa sredisnjim kutem
a = 120°, a visina v, po formuli

2 1 2 1 3 3
V =Bwv= (r ™ —y? sina) V= (T—W — §r2£> v=r (E — £> = 87?—6\/3 cem?®.

360° 2 3 2 3 4
(3 boda)

Napomena: Povrsina trokuta ABS se moze racunati i kao dvije povrsine trokuta AC'S
koristenjem trigonometrije ili bez nje.

Zadatak B-3.6. Povrsina pravokutnika iznosi 12 cm?, a ako se §iljasti kut izmedu nje-
govih dijagonala smanji na pola, povrsina iznosi 7.5 cm?. Koliko iznosi duljina dijagonale
pravokutnika?

Rjesenje.

Ako je kut izmedu dijagonala «, povrsina je

sin «
2

N,
(NI

P=4.

1
= §d2 sina =12 (2 boda)
d?sina = 24 (1)

Ako je kut izmedu dijagonala §, povrSina je

1
P = §d2 sin% =175
& sin > =15 (2)
2
(1 bod)

15



Podijelimo li jednadzbe (1) i (2), dobivamo

i 8
s.mzz = - (2 boda)
sing 5
ZSin.% (;os% _ 8 (1 bod)
sin 5 )
a 4
- =2 1
cos5 = ¢ (1 bod)
Tada je
a 3
n— — - 1 bod
sing = ¢ (1 bod)
15 15
&*=— =5 =25 (1 bod)
Sll’l§ 5
d=>5cm (1 bod)

Napomena: Povrsina pravokutnika se moze izracunati i pomocu duljina stranica pra-
vokutnika a, b:

a:dcosg, b:dsin%

1
P:a-b:dcosg-dsing = —d’sin .
2 2 2

Zadatak B-3.7. Rijesite sustav jednadzbi

4
T = 21+10g2z
4
Yy = Q1+logy

9
z = Ql+logay

Rjesenje. Logaritmiranjem (po bazi 2) danih jednadzbi, dani sustav prelazi u

| 4
0y T = ———
52 1+ log, 2
| 4
0 =
629 1+ log,x
9
1 . 1 bod

gdje su x, y, z pozitivni realni brojevi razli¢iti od %

Nakon uvodenja supstitucije

a=log,x
b=log,y
c=log, 2

16



sustav prelazi u

4
a =
1+c¢
4
b=
1+a
c—i (2 boda)
140

Ako iz prve jednadzbe a uvrstimo u drugu jednadzbu, sustav svodimo na dvije jednadzbe
s dvije nepoznanice

Nakon sredivanja dobivamo

Slijedi jednadzba

4-;1222—1. (2 boda)
Odatle dobivamo ¢ =9, ¢; = 3, cg = —3. (1 bod)
Iz prvog rjesenja a; = 1, by = 2, ¢; = 3 slijedi log, z = 1, logyy = 2, log, 2 =3 (1 bod)
odnosno x1 =2, y; =4, z; = 8. (1 bod)

odnosno rs = i, Yo = 72, 29 =

1
167 8"

Zadatak B-3.8. Dokazite da u pravokutnom trokutu s katetama a i b, te redom na-
suprotnim kutovima a i 8, a > b, vrijedi

Prvo rjesenje.

W e T T e 2
e
_ % (2 boda)
_ % (2 boda)

17



Iz jednakosti

tg2a—ﬁ_(a_b)2
2 (a+0)?
i uvjeta a > b slijedi
; a—p a—b
8T T axu

Drugo rjesenje. Trokut je pravokutan pa je a+ = 90°, tj.
a=90°— (.
a—f 90°—-p—-p8

tg4d® —tgf  1—tgp

tg = tg 5 tg (450 — ﬁ) =

2

b
U pravokutnom trokutu je tg g = —, tj.
a

Sto je trebalo i dokazati.

18
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Zadatak B-4.1. Rijesite jednadzbu
1 1 8

@n—4) (@n-3) @2

Rjesenje. Broj n mora zadovoljavati uvjet n > 2.

Pomnozimo li jednadzbu

1 8
@n—4)  @n=3) " (2n=2)

s (2n —2)!, (1 bod)

dobivamo
(2n —2)(2n —3) =2n — 2+ 38,

tj. n* —3n = 0. (1 bod)
Rjesenja posljednje jednadzbe sun =01in = 3. (1 bod)
No, jedino rjesenje n = 3 zadovoljava uvjet n > 2. (1 bod)

6
Zadatak B-4.2. Za koje vrijednosti realnog broja x u razvoju binoma (ﬁ + ﬁ)

tredi ¢lan iznosi 757

6
Rjesenge. Treci clan u razvoju binoma <\/5_“ + 9/;57%) iznosi
6 1701 \?
<2> (x@) (— —2590) (1 bod)
=15-5%.5"% =3.5!"%, (1 bod)
Tada je 3-5'% =75, odnosno 55 = 25 (1 bod)

N

(1 bod)

pa je 1 — 2 =2 i konacno x = —
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Zadatak B-4.3. Je li broj \/6 — 42 — \/6 + 44/2 racionalan? Dokazite.

Prvo rjesenje.

\/6—4\/5—\/6+4\/§:\/4+2—4¢§—\/4+2+4\/§: (1 bod)

:\/(2—\/5)2—\/(2+¢§)2=\2—ﬁ\—!2+ﬁ\=—2ﬁ-
(2 boda)

Broj je iracionalan. (1 bod)

Drugo rjesenje. Neka je = /6 — 4v/2 — /6 + 4v/2. Nakon kvadriranja slijedi
2% =12 — 2v/36 — 32, (2 boda)

tj. 2% = 8. (1 bod)

Ova jednadzba nema racionalnih rjesenja pa je dani broj iracionalan. (1 bod)
Zadatak B-4.4. U kruzni isjecak upisan je krug. Izracunajte omjer povrsina kruznog
isjecka i upisanog kruga, ako je omjer njihovih polumjera 3 : 1.

Rjesenje. Skica (1 bod)

a/2

Akoje R:r=3:1,tadaje R=3r,asing = z— = & = 5 pa je a = 60°. (2 boda)

Tada je trazeni omjer
P, Rrnggs a3
A e VLI S 1 bod
P, 400 2 (1 bod)

20



Zadatak B-4.5. Neka je z = —cos 9% + ¢sin %r kompleksan broj. Odredite najmanji

prirodan broj n tako da realni dio broja 2" iznosi 0.

RjesSenjge. Zapisimo broj z = — cos 9% + 7sin %’r u trigonometrijskom obliku:
T L ™
z = cos — + isin —.
8 8

nm

Tada je 2™ = cos - + isin g

Realni dio izjednacimo s nulom: cos - = 0.

Dobivamo da je % = 7 + k7, k € Z. Najmanji prirodni broj je n = 4.

(1 bod)

(1 bod)
(1 bod)
(1 bod)

Zadatak B-4.6. Odredite jednadzbe svih tangenti elipse 22 + 4y? = 20 kojima diralista
raspolovljavaju odsjecak koji na tim tangentama odsijecaju koordinatne osi. Izracunajte

povrsinu ¢etverokuta kojeg odreduju te tangente.

Prvo rjesenje. Skica

Oznacimo diraliste tangente i elipse s T'(xg, yo). Jednadzba tangente je

Tox + 4yoy = 20.

Sjecista tangente s koordinatnim osima su tocke A (%, O) i B (O7 y%)
Tocka T je i poloviste duzine AB pa vrijedi g = = i yp = % odakle slijedi

10
Zo

V10
ZL‘()::l:V 10, y()::i:T
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(2 boda)



Zakljucujemo da postoje cetiri takve tangente, a njihove jednadzbe su

z—2y+2V/10=0
42y —2V/10=0
x—2y—2\/1—0=0
T+ 2y +2v/10 = 0. (2 boda)

Ove tangente odreduju romb kojemu je povrsina jednaka

1 (20 )
P=4.—.]—| |—|=40. (2 boda)
2 |xo| |%
Drugo rjesenje. Skica (1 bod)
Jednadzba tangente je oblika y = kx + [. Sjecista tangente s koordinatnim osima su
l I 1
M <_E’0>’ N(0,1). Koordinate polovista su P (—%, 5) (2 boda)
a’k v?
Koordinate diralista tangente elipse su (—T, 7) (1 bod)

Izjednacimo li koordinate polovista i koordinate diralista, dobivamo

I v
s=7 = F=2'=25=10 = 1=:V10
[ a’k 12 10 1 1
L k202 — 2 2 _ 2 — 4. (2
5% l:>k:al:>k2a2 404:>k 2(boda)
Jednadzbe tangenti su
1
Yy = §$+\/1_0
1
y= —§x+\/ﬁ
1
1
y=-—5%- V10 (2 boda)
Povrina dobivenog romba je P =4 -1 -2y/10 - /10 = 40. (2 boda)

Zadatak B-4.7. Odredite sve cijele brojeve a, b i ¢ tako da vrijedi ¢ = (a + bi)® — 7i.

Rjesenge. Napisimo broj ¢ u pogodnom obliku

c=(a+bi)*—7i
c = a’® + 3a’bi — 3ab® — b*i — Ti. (1 bod)
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Izjednacimo realne te imaginarne dijelove:
c =a®— 3ab?
) 1 bod
{O =3a?b— b -7 ( )

a(a® —3V*) =c
b(3a® — 1) =7

Sada imamo ¢etiri moguénosti:
1°b=1,3a2-0*=7
3a? = 8, a u skupu cijelih brojeva ova jednadzba nema rjeSenja (1 bod)
2° b= —1,3a>—b? = -7
3a? = —6, a u skupu cijelih brojeva ova jednadzba nema rjesenja (1 bod)
3°b="7,3a>-b =1
3a% = 50, a u skupu cijelih brojeva ova jednadzba nema rjesenja (1 bod)

4°b=—-7,3a> -0 =—1

302 = 48, a2 = 16, a — +4. (2 boda)

¢ = +4(16 — 3 - 49)

1 = —524, ¢y = 524 (2 boda)
Rjesenjasua=4,b= -7, c= —524ilia=—4,b= -7, c = 524. (1 bod)

Zadatak B-4.8. Ako za duljine stranica trokuta vrijedi a — b = b — ¢ > 0, dokazite da
drugi po veli¢ini kut nije veéi od 60°. Kada ¢e taj kut biti jednak 60°?
Rjesenje. Akojea—b=b—c>0,ondaje b= aTJrC i srednji po veli¢ini je kut 5.

(2 boda)

Iz poucka o kosinusu slijedi

2 4 2 4 2 272 _ 2
N e ) atde—a—facc 342 + 3¢ — 2ac
COSB = = —_= =

2ac 2ac 2ac 8ac
(2 boda)
3(a* — 2ac+ *) +4ac  3(a—c)? 1
= = —. 2 bod

cos § 8ac 8ac * 2 (2 boda)

Prvi pribrojnik je uvijek nenegativan pa je
1
cos 3 > 3 tj. B <60°. (2 boda)
Jednakost vrijedi jedino za a = b = ¢, tj. za jednakostranican trokut. (2 boda)
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